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Abstract 

In this paper, the analytically bound state solution of the Dirac equation is obtained for the 
linear combination of the Manning‐Rosen and Yukawa potentials by using Nikiforov‐Uvarov 
method. To overcome the difficulties arising  in the case for arbitrary 𝑘  in the centrifugal 
part of the Manning‐Rosen potential plus the Yukawa potential for bound states, we applied 
the developed approximation. Analytical expressions  for  the energy eigenvalue and  the 
corresponding spinor wave functions for an arbitrary value 𝑘 spin‐orbit, radial 𝑛 and 𝑙 orbital 
quantum  numbers  are  obtained.  The  relativistic  energy  eigenvalues  and  corresponding 
spinor wave functions have been obtained for cases exact spin and pseudospin symmetries 
by  using  the  Nikiforov‐Uvarov  method.  Furthermore,  the  corresponding  normalized 
eigenfunctions  have  been  represented  as  a  recursion  relation  in  terms  of  the  Jacobi 
polynomials for arbitrary 𝑘 states. A closed form of the normalization constant of the wave 
functions is also found. It is shown that the energy eigenvalues and eigenfunctions are very 
sensitive to 𝑘 spin‐orbital quantum number. 
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1. Introduction 

Since its inception, the main goal of quantum mechanics has been the analytical 
solution of wave equations for specific potentials of physical interest. It is possible 
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to  obtain  quite  perfect  information  about  quantum  systems  from  the  wave 
functions  found  by  solving  the wave  equations.  That  is,  the wave  functions  or 
eigenfunctions  of  the  system  contain  all  the  information  about  the  quantum 
mechanical system [1‐4]. Therefore, finding an analytical and bound solution of the 
Dirac equation is a very important research task. In relativistic quantum mechanics, 
the Dirac equation is used to describe the dynamics of systems with spin‐1/2 [1‐3].  

The Dirac equation is widely used to investigate physical phenomena in various 
processes, especially in nuclear and hadron physics. In the study of these fields, it 
is assumed that the Dirac Hamiltonian has two types of symmetry: exact spin and 
pseudospin  symmetry  [5‐8]. The  cases of  spin and pseudospin  symmetry  in  the 
Dirac equation were first proposed in 1969 by Arima, Hecht, Adler et al. [9‐10].  

The exact spin and pseudospin symmetries are derived from symmetry 𝑆𝑈ሺ2ሻ of 
the Dirac Hamiltonian from the specific relations between vector 𝑉ሺ𝑟ሻ and scalar 
potentials 𝑆ሺ𝑟ሻ, that is, from the condition that the difference of vector 𝑉ሺ𝑟ሻ and 
scalar potential 𝑆ሺ𝑟ሻ is equal to Δሺ𝑟ሻ ൌ 𝑉ሺ𝑟ሻ െ 𝑆ሺ𝑟ሻ and the sum is equal to Σሺ𝑟ሻ ൌ
𝑉ሺ𝑟ሻ ൅ 𝑆ሺ𝑟ሻ constant. The Dirac equation directly includes the differentials of the 
difference Δሺ𝑟ሻ and the sum ∑ሺ𝑟ሻ of the potentials, that  is, the terms 𝑑Δሺ𝑟ሻ/𝑑𝑟 
and  𝑑∑ሺ𝑟ሻ/𝑑𝑟  are  included.  Since  Δሺ𝑟ሻ ൌ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡  is  constant,  𝑑Δሺ𝑟ሻ/𝑑𝑟 ൌ 0  is 
obtained from here, so that Δሺ𝑟ሻ ൌ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. In the second case, since Σሺ𝑟ሻ ൌ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 
is 𝑑Σ/𝑑𝑟 ൌ 0.  

The symmetry corresponding  to  this case  is called pseudospin symmetry. The 
exact spin symmetry creates two twisted states corresponding to these ሺ𝑛, 𝑙, 𝑗 ൌ
𝑙 ∓ 𝑠ሻ quantum numbers, which can be viewed as a spin doublet. Here, 𝑛 ‐radial, 𝑙 
‐orbital and 𝑗 ‐integer moment quantum numbers, 𝑠 ‐spin quantum number. In the 
case of pseudo‐spin symmetry, there is a quasi‐entanglement, which corresponds 
to  two  states  of  the  orbital  quantum  number  that  differ  by  a whole  unit,  i.e. 
ሺ𝑛, 𝑙, 𝑗 ൌ 𝑙 ൅ 1/2ሻ and ሺ𝑛 െ 1, 𝑙 ൅ 2, 𝑗 ൌ 𝑙 ൅ 3/2ሻ. We can also view these states as 
pseudospin  doublets with  quantum  numbers  ሺ𝑛, 𝑙, 𝑗 ൌ 𝑙 ൅ 1/2ሻ  and  ሺ𝑛 െ 1, 𝑙 ൅
2, 𝑗 ൌ 𝑙 ൅ 3/2ሻ.  

The  pseudospin  doublet  is  characterized  by  ሺ𝑛෤ ൌ 𝑛 െ 1, 𝑙ሚ ൌ 𝑙 ൅ 1, 𝚥̃ ൌ 𝑙ሚ േ 𝑠̃ሻ 
quantum numbers. Here 𝑛෤‐pseudo radial 𝑛෤ ൌ 𝑛 െ 1, 𝑙ሚ‐pseudo orbital 𝑙ሚ ൌ 𝑙 ൅ 1 and 
𝑠̃‐pseudospin  𝑠̃ ൌ 1/2  quantum  numbers  are  called  [11,  12].  It  is  possible  to 
interpret the pseudo orbital quantum number as the lower component of the Dirac 
spinor  [7]. Many  studies  have  been  done  to  study  these  two  symmetries.  For 
example, to explain the antinucleon spectrum of the nucleus [8‐11], the process of 
nuclear  deformation  [12],  nuclear  superdeformation  [13],  the  effective  envelope 
model of the nucleus [14] and also small spin‐orbital expansion in hadrons. On the 
other hand, the effect of the tensor interaction potential on both symmetries shows 
that  all  doublets  lose  their  distortion[15].  To  investigate  this  property,  the Dirac 
equation was solved analytically for many potentials taking into account the tensor 
interaction [16‐19]. 
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2. Research method 

Taking into account 𝑉ሺ𝑟ሻ vector repulsion and 𝑆ሺ𝑟ሻ attraction fields of the sum 
of Manning‐Rosen and Yukawa potentials, we can write the Dirac equation 𝑀 for a 
mass particle in the following form in the system of ሺℏ ൌ 𝑐 ൌ 1ሻ atomic units [1]: 

ൣ𝛼⃗𝑝⃗ ൅ 𝛽൫𝑀 ൅ 𝑆ሺ𝑟ሻ൯൧𝜓ሺ𝑟ሻ ൌ ሾ𝐸 െ 𝑉ሺ𝑟ሻሿ𝜓ሺ𝑟ሻ.  (1) 

Here they describe the fields of 𝑉ሺ𝑟ሻ vector repulsion and 𝑆ሺ𝑟ሻ scalar attraction. 𝛼 
and 𝛽 are the four‐dimensional Dirac matrices, and 𝐸  is the relativistic energy of 
the system. The spherically symmetric dirac spinor wave function can be written in 
the following form, i.e  

𝜓௡௞ ൌ
1
𝑟
ቈ
𝐹௡௞ሺ𝑟ሻ 𝑌௝௠

௟ ሺ𝜃,𝜑ሻ

𝑖𝐺௡௞ሺ𝑟ሻ 𝑌௜௠
௟ሚ ሺ𝜃,𝜑ሻ

቉  (2) 

𝐹௡௞ሺ𝑟ሻ  and  𝐺௡௞ሺ𝑟ሻ  are  real  quadratic  integrable  functions, 𝑚is  the  magnetic 
quantum number, which characterizes the projection of  the angular momentum 

along the 𝑧‐axis. 𝑌௝௠
௟ ሺ𝜃,𝜑ሻ 𝑌௝௠

௟ሚ ሺ𝜃,𝜑ሻ functions are spherical harmonic functions. At 

the same time, they satisfy conditions 𝑙ሺ𝑙 ൅ 1ሻ ൌ 𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ and 𝑙ሚሺ𝑙ሚ ൅ 1ሻ ൌ 𝑘ሺ𝑘 െ
1ሻ. Since the potential we are looking at is spherically symmetric and independent 
of time, we will solve the stationary Dirac equation.  

In order  to  solve  the Dirac  equation  for  the  sum  of  the Manning‐Rosen  and 
Yukawa potentials, if we consider the function (2) in equation (1), then we get two 
related equations: 

൬
𝑑
𝑑𝑟

൅
𝑘
𝑟
൰𝐹௡௞ሺ𝑟ሻ ൌ ሾ𝑀 ൅ 𝐸௡௞ ൅ 𝑆ሺ𝑟ሻ െ 𝑉ሺ𝑟ሻሿ𝐺௡௞ሺ𝑟ሻ,  (3) 

൬
𝑑
𝑑𝑟

െ
𝑘
𝑟
൰𝐺௡௞ሺ𝑟ሻ ൌ ሾ𝑀 െ 𝐸௡௞ ൅ 𝑆ሺ𝑟ሻ ൅ 𝑉ሺ𝑟ሻሿ𝐹௡௞ሺ𝑟ሻ.  (4) 

From here, if we find function 𝐺௡௞ሺ𝑟ሻ from equation (3) and find function 𝐹௡௞ሺ𝑟ሻ 
from  equation  (4)  and  consider  it  in  equation  (3),  then  we  get  second  order 
differential equations for these functions in the following form: 

ቊ
𝑑ଶ

𝑑𝑟ଶ
െ
𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ

𝑟ଶ
െ ሾ𝑀 ൅ 𝐸௡௞ െ 𝛥ሺ𝑟ሻሿሾ𝑀 െ 𝐸௡௞ ൅ ∑ሺ𝑟ሻሿ ൅

𝑑𝛥ሺ𝑟ሻ
𝑑𝑟 ቀ 𝑑𝑑𝑟 ൅

𝑘
𝑟ቁ

𝑀 ൅ 𝐸௡௞ െ 𝛥ሺ𝑟ሻ
ቑ ൈ 

ൈ 𝐹௡௞ሺ𝑟ሻ ൌ 0,  (5) 

ቊ
𝑑ଶ

𝑑𝑟ଶ
െ
𝑘ሺ𝑘 െ 1ሻ

𝑟ଶ
െ ሾ𝑀 ൅ 𝐸௡௞ െ 𝛥ሺ𝑟ሻሿሾ𝑀 െ 𝐸௡௞ ൅ ∑ሺ𝑟ሻሿ െ

𝑑𝛴ሺ𝑟ሻ
𝑑𝑟 ቀ 𝑑𝑑𝑟 െ

𝑘
𝑟ቁ

𝑀 െ 𝐸௡௞ ൅ 𝛴ሺ𝑟ሻ
ቑ ൈ 
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ൈ 𝐺௡௞ሺ𝑟ሻ ൌ 0.  (6) 

Here  they are designated as 𝛥ሺ𝑟ሻ ൌ 𝑉ሺ𝑟ሻ െ 𝑆ሺ𝑟ሻ and 𝛴ሺ𝑟ሻ ൌ 𝑉ሺ𝑟ሻ ൅ 𝑆ሺ𝑟ሻ. Also, 
when  there  are  𝑘 ൌ േ1,േ2,േ3, . . ..  they  are  designated  as  𝑗 ൌ |𝑘| െ 1/2, 𝑙 ൌ
|𝑘 ൅ 1/2| െ 1/2, 𝑙ሚ ൌ |𝑘 െ 1/2| െ 1/2 and 𝑙ሺ𝑙 ൅ 1ሻ ൌ 𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ, 𝑙ሚሺ𝑙ሚ ൅ 1ሻ ൌ 𝑘ሺ𝑘 െ
1ሻ.  At  the  same  time,  Dirac  spinors  for  bound  states  also  satisfy  conditions 
𝐹௡௞ሺ0ሻ ൌ 𝐺௡௞ሺ0ሻ ൌ 0 and 𝐹௡௞ሺ∞ሻ ൌ 𝐺௡௞ሺ∞ሻ ൌ 0.  

The  Manning‐Rosen  potential  is  widely  used  in  mathematical  modeling  of 
oscillations and vibrations of diatomic molecules. It is also used in the construction 
of suitable models for the mathematical description of other physical phenomena, 
as follows [20, 21]: 

𝑉ெோሺ𝑟ሻ ൌ
ℏଶ

2𝜇𝛿ଶ
ቈ
𝛼ሺ𝛼 െ 1ሻ𝑒ିଶ௥/ఋ

ሺ1 െ 𝑒ି௥/ఋሻଶ
െ

𝐴𝑒ି௥ ఋ⁄

1 െ 𝑒ି௥ ఋ⁄ ቉.  (7) 

Yukawa potential, considered as an effective potential  to describe  the  strong 
interaction between nucleons [22] 

𝑉௒ሺ𝑟ሻ ൌ െ
𝑉଴𝑒ିఋ௥

𝑟
,  (8) 

where 𝐴 and 𝛼 are dimensionless constants, and 𝛿  is a screening parameter. 𝑉଴ 
determines the strength of the interaction. 

We can write the  linear sum of  the Manning‐Rosen and Yukawa potentials as 
follows: 

𝑉ெோ௒ሺ𝑟ሻ ൌ
2𝛿ଶ𝛼ሺ𝛼 െ 1ሻ𝑒ିସఋ௥

𝑀ሺ1 െ 𝑒ିଶఋ௥ሻଶ
െ

2𝛿ଶ

𝑀
⋅
𝐴𝑒ିଶఋ௥

1 െ 𝑒ିଶఋ௥
െ

2𝛿𝑉଴𝑒ିଶఋ௥

1 െ 𝑒ିଶఋ௥
ൌ   

ൌ
𝑉଴ଵ𝑒ିସఋ௥

ሺ1 െ 𝑒ିଶఋ௥ሻଶ
െ
𝑉଴ଶଷ𝑒ିଶఋ௥

1 െ 𝑒ିଶఋ௥
  (9) 

Here 

𝑉଴ଵ ൌ
2𝛿ଶ𝛼ሺ𝛼 െ 1ሻ

𝑀
  and  𝑉଴ଶଷ ൌ 𝑉଴ଶ ൅ 𝑉଴ଷ ൌ

2𝛿ଶ𝐴
𝑀

൅ 2𝛿𝑉଴.  (10) 

In  case of  exact  spin  symmetry 𝑑𝛥ሺ𝑟ሻ 𝑑𝑟⁄ ൌ 0,  since 𝛥ሺ𝑟ሻ ൌ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.  [18, 19]. 
𝛴ሺ𝑟ሻ is equal to the sum of the Manning‐Rosen and Yukawa potentials, i.e 𝛴ሺ𝑟ሻ ൌ
𝑉ெோ௒ሺ𝑟ሻ. 

If we consider  the potential  (9)  in equation  (5),  then we get  it  for exact  spin 
symmetry: 

ቊ
𝑑ଶ

𝑑𝑟ଶ
െ
𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ

𝑟ଶ
െ ሾ𝑀 ൅ 𝐸௡௞ െ 𝐶ሿ𝛴ሺ𝑟ሻ ൅ ሾ𝐸௡௞

ଶ െ 𝑀ଶ ൅ 𝐶ሺ𝑀 െ 𝐸௡௞ሻሿቋ 𝐹௡௞ሺ𝑟ሻ ൌ 0 

  (11) 
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It can be seen from the equation (10) that it cannot be solved analytically when 
𝑘 ൌ െ1and  𝑘 ൌ 0  are  present.  Because,  in  this  case,  the  spin‐orbit  coupling 
parameter 𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ/𝑟ଶ is equal to zero. To overcome this problem, let us apply the 
following approximation to the centrifugal potential in equation (11). It is possible 
to apply this approximation if it satisfies 𝛿𝑟 ൏൏ 1 criteria [23‐25]: 

1
𝑟ଶ

ൌ
4𝛿ଶ𝑒ିଶఋ௥

ሺ1 െ 𝑒ିଶఋ௥ሻଶ
.  (12) 

Then we will buy: 

ቈ
𝑑ଶ

𝑑𝑟ଶ
െ ሾ𝑀 ൅ 𝐸௡௞ െ 𝐶ሿ𝛴ሺ𝑟ሻ ൅ ሾ𝐸௡௞

ଶ െ 𝑀ଶ ൅ 𝐶ሺ𝑀 െ 𝐸௡௞ሻሿ െ
4𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ𝛿ଶ𝑒ିଶఋ௥

ሺ1 െ 𝑒ିଶఋ௥ሻଶ
቉ ൈ 

ൈ 𝐹௡௞ሺ𝑟ሻ ൌ 0  (13) 

Let's  introduce the variable 𝑠 ൌ 𝑒ିଶఋ௥ to solve this equation. Then we can write 
equation (13) in the following way: 

ቈ4𝛿ଶ𝑠ଶ
𝑑ଶ

𝑑𝑠ଶ
൅ 4𝛿ଶ𝑠

𝑑
𝑑𝑠

൅ ሾ𝑀 ൅ 𝐸௡௞ െ 𝐶ሿ ቈ
𝑉଴ଵ𝑒ିସఋ௥

ሺ1 െ 𝑒ିଶఋ௥ሻଶ
െ
𝑉଴ଶଷ𝑒ିଶఋ௥

1 െ 𝑒ିଶఋ௥
቉ ൅   

൅ ൣ𝐸௡௞
ଶ െ 𝑀ଶ ൅ 𝐶ሺ𝑀 െ 𝐸௡௞ሻ൧ െ

4𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ𝛿ଶ𝑒ିଶఋ௥

ሺ1 െ 𝑒ିଶఋ௥ሻଶ
቉ 𝐹௡௞ሺ𝑟ሻ ൌ 0  (14) 

After some simplifications, we can write equation (14) as follows: 

𝑑ଶ𝐹௡௞
𝑑𝑠ଶ

൅
1
𝑠
𝑑𝐹௡௞
𝑑𝑠

൅ ൥ሾ𝑀 ൅ 𝐸௡௞ െ 𝐶ሿ ൤
𝑉଴ଵ

4𝛿ଶሺ1 െ 𝑠ሻଶ
െ

𝑉଴ଶଷ
4𝛿ଶሺ1 െ 𝑠ሻ𝑠

൨ ൅   

൅
1

4𝛿ଶ𝑠ଶ
ൣ𝐸௡௞

ଶ െ 𝑀ଶ ൅ 𝐶ሺ𝑀 െ 𝐸௡௞ሻ൧ െ
𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ
𝑠ሺ1 െ 𝑠ሻଶ

൨ 𝐹௡௞ ൌ 0.  (15) 

New parameters can be introduced to simplify equation (15): 

𝛼ଶ ൌ
𝑉଴ଵሺ𝑀 ൅ 𝐸௡௞ െ 𝐶ሻ

4𝛿ଶ
,𝛽ଶ ൌ

𝑉଴ଶଷሺ𝑀 ൅ 𝐸௡௞ െ 𝐶ሻ
4𝛿ଶ

,   

𝛾ଶ ൌ
𝑀ଶ െ 𝐸௡௞

ଶ െ 𝐶ሺ𝑀 െ 𝐸௡௞ሻ
4𝛿ଶ

.  (16) 

Then we get the following equation: 

𝑑ଶ𝐹௡௞
𝑑𝑠ଶ

൅
1 െ 𝑠

𝑠ሺ1 െ 𝑠ሻ
𝑑𝐹௡௞
𝑑𝑠

൅
1

𝑠ଶሺ1 െ 𝑠ሻଶ
ൈ   

ൈ ሾ𝛼ଶ𝑠ଶ െ 𝛽ଶ𝑠ሺ1 െ 𝑠ሻ െ 𝛾ଶሺ1 െ 𝑠ሻଶ െ 𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ𝑠ሿ𝐹௡௞ ൌ 0  (17) 

(17) equation 
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𝜒"ሺ𝑠ሻ ൅
𝜏̃ሺ𝑠ሻ
𝜎ሺ𝑠ሻ

𝜒′ሺ𝑠ሻ ൅
𝜎෤ሺ𝑠ሻ
𝜎ଶሺ𝑠ሻ

𝜒ሺ𝑠ሻ ൌ 0  (18) 

if we compare it with the hypergeometric equation, then for coefficients 
𝜏̄ሺ𝑠ሻ,𝜎ሺ𝑠ሻ and 𝜎̄ሺ𝑠ሻ we get [26]: 

𝜏̄ሺ𝑠ሻ ൌ 1 െ 𝑠,𝜎ሺ𝑠ሻ ൌ 𝑠ሺ1 െ 𝑠ሻ 

(19) and 

𝜎̄ሺ𝑠ሻ ൌ 𝛼ଶ𝑠ଶ െ 𝛽ଶ𝑠ሺ1 െ 𝑠ሻ െ 𝛾ଶሺ1 െ 𝑠ሻଶ െ 𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ𝑠 

If we use expressions (18), we can calculate the function: 

𝜋ሺ𝑠ሻ ൌ
𝜎ᇱሺ𝑠ሻ െ 𝜏̄ሺ𝑠ሻ

2
േඨቆ

𝜎ᇱሺ𝑠ሻ െ 𝜏ሺ𝑠ሻ

2
ቇ
ଶ

െ 𝜎̄ሺ𝑠ሻ ൅ 𝑘ᇱ𝜎ሺ𝑠ሻ ൌ െ
𝑠
2
േ 

േඨ
𝑠ଶ

4
െ 𝛼ଶ𝑠ଶ ൅ 𝛽ଶ𝑠ሺ1 െ 𝑠ሻ െ 𝛾ଶሺ1 െ 𝑠ሻଶ ൅ 𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ𝑠 ൅ 𝑘ᇱ𝑠 െ 𝑘ᇱ𝑠ଶ ൌ െ

𝑠
2
േ 

േඨ
𝑠ଶ

4
െ 𝛼ଶ𝑠ଶ ൅ 𝛽ଶ𝑠 െ 𝛽ଶ𝑠ଶ െ 𝛾ଶ ൅ 2𝛾ଶ𝑠 െ 𝛾ଶ𝑠ଶ ൅ 𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ𝑠 െ 𝑘ᇱ𝑠ଶ ൅ 𝑘ᇱ𝑠 ൌ 

ൌ െ
𝑠
2
േඨ

𝑠ଶ

4
െ ሺ𝛼ଶ ൅ 𝛽ଶ ൅ 𝛾ଶ ൅ 𝑘ᇱሻ𝑠ଶ ൅ ሺ𝛽ଶ ൅ 2𝛾ଶ ൅ 𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ ൅ 𝑘ᇱሻ𝑠 െ 𝛾ଶ ൌ 

ൌ െ
𝑠
2
േඨ

1
4
ሺ1 െ 4ሺ𝛼ଶ ൅ 𝛽ଶ ൅ 𝛾ଶ ൅ 𝑘ᇱሻ𝑠ଶ ൅ ሺ𝛽ଶ ൅ 2𝛾ଶ ൅ 𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ ൅ 𝑘ᇱሻ𝑠 െ 𝛾ଶ 

ൌ െ
𝑠
2
േ

1
2
ඥሺ1 ൅ 4ሺ𝛼ଶ ൅ 𝛽ଶ െ 𝛾ଶ െ 𝑘ᇱሻ𝑠ଶ െ 4ሺെ𝛽ଶ ൅ 2𝛾ଶ െ 𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ െ 𝑘ᇱሻ𝑠 ൅ 4𝛾ଶ ൌ 

ൌ െ
𝑠
2
൅

1
2
ඥሺ4𝑎ଶ െ 4𝑘ᇱሻ𝑠ଶ െ 4ሺ𝑏 െ 𝑘ᇱሻ ൅ 4𝑐 ൌ   

ൌ െ
𝑠
2
േ ඥሺ𝑎 െ 𝑘ᇱሻ𝑠ଶ െ ሺ𝑏 െ 𝑘ᇱሻ𝑠 ൅ 𝑐,  (20) 

here 

𝑎 ൌ 1 4⁄ ൅ ሺ𝛼ଶ ൅ 𝛽ଶ ൅ 𝛾ଶሻ,  (21) 

𝑏 ൌ ൅2𝛾ଶ ൅ 𝛽ଶ െ 𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ, 𝑐 ൌ ൅𝛾ଶ.   

To find the parameter 𝑘ᇱ in the expression (19), if we first find the discriminant 
of the second‐order polynomial under the root and make it equal to zero, then we 
get a quadratic equation with respect to 𝑘ᇱ, i.e.  
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𝐷 ൌ ሺ𝑏 െ 𝑘ᇱሻଶ െ 4𝑐ሺ𝑎 െ 𝑘ᇱሻ ൌ 𝑘ᇱଶ െ ሺ4𝑐 െ 2𝑏ሻ𝑘ᇱ ൅ ሺ𝑏ଶ െ 4𝑎𝑐ሻ.   

From condition 𝐷 ൌ 0 

𝑘ᇱଶ െ ሺ4𝑐 െ 2𝑏ሻ𝑘ᇱ ൅ ሺ𝑏ଶ െ 4𝑎𝑐ሻ ൌ 0,  (22) 

we will buy If we solve equation (22) with respect to 𝑘ᇱ, then we get: 

𝑘ଵ,ଶ
ᇱ ൌ ሺ2𝑏 െ 4𝑐ሻ 2⁄ േඥሺ4𝑐 െ 2𝑏ሻଶ െ 4ሺ𝑏ଶ െ 4𝑎𝑐ሻ 2⁄ ,  (23) 

𝑘ଵ
ᇱ ൌ ሺ𝑏 െ 2𝑐ሻ ൅ 2ඥ𝑐ଶ ൅ 𝑐ሺ𝑎 െ 𝑏ሻ,  (24) 

𝑘ଶ
ᇱ ൌ ሺ𝑏 െ 2𝑐ሻ െ 2ඥ𝑐ଶ ൅ 𝑐ሺ𝑎 െ 𝑏ሻ,  (25) 

on the other hand 

ሺ𝑎 െ 𝑘ᇱሻ𝑠ଶ െ ሺ𝑏 െ 𝑘ሻ𝑠 ൅ 𝑐 ൌ ቀ𝑎 െ 𝑏 ൅ 2𝑐 െ 2ඥ𝑐ଶ ൅ 𝑐ሺ𝑎 െ 𝑏ሻቁ 𝑠ଶ െ   

െቀ2𝑐 െ 2ඥ𝑐ଶ ൅ 𝑐ሺ𝑎 െ 𝑏ሻቁ 𝑠 െ 𝑐 ൌ ሺ𝐴𝑠 െ 𝐵ሻଶ,  (26) 

𝐴ଶ ൌ 𝑎 െ 𝑏 ൅ 2𝑐 െ 2ඥ𝑐ଶ ൅ 𝑐ሺ𝑎 െ 𝑏ሻ.   

From here we get that  

2𝐴𝐵 ൌ 2𝑐 െ 2ඥ𝑐ଶ ൅ 𝑐ሺ𝑎 െ 𝑏ሻ, 

(27) 𝐵ଶ ൌ 𝑐, 

𝐴 ൌ √𝑐 െ √𝑐 ൅ 𝑎 െ 𝑏. 

√𝑐 ൅ 𝑎 െ 𝑏 ൌ ඥ൅𝛾ଶ ൅ 1 4⁄ ൅ 𝛼ଶ െ 𝛽ଶ ൅ 𝛾ଶ െ 2𝛾ଶ ൅ 𝛽ଶ ൅ 𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ ൌ   

ൌ ඥ1 4⁄ ൅ 𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ െ 𝛼ଶ ൌ ඥሺ𝑘 ൅ 1 2⁄ ሻଶ ൅ 𝛼ଶ.  (28) 

Using  expressions  (24)  and  (25), we  can  find  four  possible  functions  for  the 
function 𝜋ሺ𝑠ሻ: 

𝜋ሺ𝑠ሻ ൌ െ𝑠 2⁄ േ   

േ൝
൫√𝑐 െ √𝑐 ൅ 𝑎 െ 𝑏൯𝑠 െ √𝑐, 𝑘ᇱ ൌ ሺ𝑏 െ 2𝑐ሻ ൅ 2ඥ𝑐ଶ ൅ 𝑐ሺ𝑎 െ 𝑏ሻ

൫√𝑐 ൅ √𝑐 ൅ 𝑎 െ 𝑏൯𝑠 െ √𝑐, 𝑘ᇱ ൌ ሺ𝑏 െ 2𝑐ሻ െ 2ඥ𝑐ଶ ൅ 𝑐ሺ𝑎 െ 𝑏ሻ
  (29) 

According to the Nikiforov‐Uvarov method, we choose one of the four possible 
forms of the polynomial 𝜋ሺ𝑠ሻ such that the derivative of the function 𝜏ሺ𝑠ሻ for this 
form polynomial is negative and the root is located in the interval ሺ0,1ሻ. 

The specific value of energy is found directly from the expression of parameter 
𝜆,  that  is,  it  is  found  from  the  condition  that  the  two equivalent expressions of 
parameter 𝜆 are equal to each other: 
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𝜆 ൌ ሺ𝑏 െ 2𝑐ሻ െ 2ඥ𝑐ଶ ൅ 𝑐ሺ𝑎 െ 𝑏ሻ െ
1
2
െ ൣ√𝑐 ൅ √𝑐 ൅ 𝑎 െ 𝑏൧.  (29) 

For given non‐negative integers 𝑛, an equation of hypergeometric type has only 
and only a unique polynomial solution of degree 𝑛: 

𝜆௡ ൌ െ𝑛𝜏ᇱሺ𝑠ሻ െ
𝑛ሺ𝑛 െ 1ሻ

2
𝜎ᇳሺ𝑠ሻ,   ሺ𝑛 ൌ 0, 1, 2, … ሻ  (29) 

Here 

𝜏ሺ𝑠ሻ ൌ 1 െ ቀ2 ൅ 2൫√𝑐 ൅ √𝑐 ൅ 𝑎 െ 𝑏൯ቁ 𝑠 ൅ 2√𝑐,   

𝜏ᇱሺ𝑠ሻ ൌ െሺ2 ൅ 2ሺ√𝑐 ൅ √𝑐 ൅ 𝑎 െ 𝑏ሻሻ,   

then 

𝜆௡ ൌ 𝑛ൣ2 ൅ 2ሺ√𝑐 ൅ √𝑐 ൅ 𝑎 െ 𝑏ሻ൧ െ
𝑛ሺ𝑛 െ 1ሻ

2
⋅ ሺെ2ሻ ൌ   

ൌ 2𝑛ൣ1 ൅ ሺ√𝑐 ൅ √𝑐 ൅ 𝑎 െ 𝑏ሻ൧ ൅ 𝑛ሺ𝑛 െ 1ሻ.  (30) 

We get from the equivalence of expressions (29) and (30): 

ሺ𝑏 െ 2𝑐ሻ െ 2√𝑐 ⋅ √𝑐 ൅ 𝑎 െ 𝑏 െ 1 2⁄ െ ൣ√𝑐 ൅ √𝑐 ൅ 𝑎 െ 𝑏൧ ൌ   

ൌ 2𝑛ൣ1 ൅ ൫√𝑐 ൅ √𝑐 ൅ 𝑎 െ 𝑏൯൧ ൅ 𝑛ሺ𝑛 െ 1ሻ,   

ሺ𝑏 െ 2𝑐ሻ െ 2√𝑐 ⋅ √𝑐 ൅ 𝑎 െ 𝑏 െ 1 2⁄ െ √𝑐 ൅ 𝑎 െ 𝑏 ൌ   

ൌ 2𝑛ൣ1 ൅ ൫√𝑠 ൅ √𝑐 ൅ 𝑎 െ 𝑏൯൧ ൅ 𝑛ሺ𝑛 െ 1ሻ,   

√𝑠൫2𝑛 ൅ 1 ൅ 2√𝑐 ൅ 𝑎 െ 𝑏൯ ൌ   

ൌ െ𝛽ଶ െ 𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ െ 1 2⁄ െ ඥሺ𝑘 ൅ 1 2⁄ ሻଶ ൅ 𝛼ଶ െ 𝑛 െ 𝑛ଶ

െ 2𝑛ඥሺ𝑘 ൅ 1 2⁄ ሻଶ ൅ 𝛼ଶ 
 

√𝑐 ቀ2𝑛 ൅ 1 ൅ 2ඥሺ𝑘 ൅ 1 2⁄ ሻଶ ൅ 𝛼ଶቁ ൌ   

ൌ െ𝛽ଶ െ 𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ െ 1 2⁄ െ 𝑛ሺ𝑛 ൅ 1ሻ െ ሺ2𝑛 ൅ 1ሻඥሺ𝑘 ൅ 1 2⁄ ሻଶ ൅ 𝛼ଶ   

√𝑐 ൌ
െ𝛽ଶ െ 𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ െ

1
2 ൅ 𝑛ሺ𝑛 ൅ 1ሻ െ ሺ2𝑛 ൅ 1ሻඥሺ𝑘 ൅ 1 2⁄ ሻଶ ൅ 𝛼ଶ

2𝑛 ൅ 1 ൅ 2ටቀ𝑘 ൅
1
2ቁ

ଶ
െ 𝛼ଶ

.  (31) 

From  here we  get  the  following  analytical  expression  for  the  specific  value  of 
energy: 
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𝑐 ൌ

⎣
⎢
⎢
⎡𝛽ଶ െ 𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ െ

1
2 െ 𝑛ሺ𝑛 ൅ 1ሻ െ ሺ2𝑛 ൅ 1ሻටቀ𝑘 ൅

1
2ቁ

ଶ
൅ 𝛼ଶ

2𝑛 ൅ 1 ൅ 2ටቀ𝑘 ൅
1
2ቁ

ଶ
൅ 𝛼ଶ ⎦

⎥
⎥
⎤
ଶ

,  (32) 

𝛾ଶ ൌ

⎣
⎢
⎢
⎡𝛽ଶ െ 𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ െ

1
2 െ 𝑛ሺ𝑛 ൅ 1ሻ െ ሺ2𝑛 ൅ 1ሻටቀ𝑘 ൅

1
2ቁ

ଶ
൅ 𝛼ଶ

2𝑛 ൅ 1 ൅ 2ටቀ𝑘 ൅
1
2ቁ

ଶ
൅ 𝛼ଶ ⎦

⎥
⎥
⎤
ଶ

.  (33) 

If we consider the expression of 𝛾ଶ from expression (15)  in (33), then we can 
write the energy spectrum for the case of exact spin symmetry as follows: 

𝑀ଶ െ 𝐸௡௞
ଶ െ 𝐶ሺ𝑀 െ 𝐸௡௞ሻ ൌ   

ൌ

⎣
⎢
⎢
⎡𝛽ଶ െ 𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ െ

1
2 െ 𝑛ሺ𝑛 ൅ 1ሻ െ ሺ2𝑛 ൅ 1ሻටቀ𝑘 ൅

1
2ቁ

ଶ
൅ 𝛼ଶ

𝑛 ൅
1
2 ൅

ටቀ𝑘 ൅
1
2ቁ

ଶ
൅ 𝛼ଶ

⋅ 𝛿

⎦
⎥
⎥
⎤
ଶ

  (34) 

Here,  the Dirac equation  for  the  linear  sum of  the Manning‐Rosen and Yukawa 
potentials  is  solved  analytically  by  applying  the  Nikiforov‐Uvarov  method  in 
ordinary quantum mechanics  for  the case of exact  spin  symmetry. For arbitrary 
values of spin‐orbital, radial and orbital quantum numbers, an analytical expression 
describing the energy spectrum of the particle was obtained. It is shown that the 
energy spectrum strongly depends on these quantum numbers. 

Now, to find the eigenfunction of a relativistic particle of mass 𝑀 moving  in a 
Manning‐Rosen  plus  Yukawa  potential  field  by  applying  the  Nikifarov‐Uvarov 
method, let us factorize the function 𝐹௡௞ሺ𝑠ሻ as follows: 

𝐹௡௞ሺ𝑠ሻ ൌ 𝜑ሺ𝑠ሻ𝑦ሺ𝑠ሻ.  (35) 

Let us find the function 𝜑ሺ𝑠ሻ by requiring that it satisfies the following condition: 

𝜑ᇱሺ𝑠ሻ
𝜑ሺ𝑠ሻ

ൌ
𝜋ሺ𝑠ሻ
𝜎ሺ𝑠ሻ

.  (36) 

From here we get for the function 𝜑ሺ𝑠ሻ: 

න
𝑑𝜑ሺ𝑠ሻ
𝜑ሺ𝑠ሻ

ൌ න
𝜋ሺ𝑠ሻ
𝜎ሺ𝑠ሻ

𝑑𝑠.  (37) 

𝜋ሺ𝑠ሻ
𝜎ሺ𝑠ሻ

ൌ
𝛾
𝑠
െ

1 2⁄ െඥሺ𝑘 ൅ 1 2⁄ ሻଶ ൅ 𝛼ଶ

1 െ 𝑠
,   
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න
𝑑𝜑ሺ𝑠ሻ
𝜑ሺ𝑠ሻ

ൌ න
𝛾
𝑠
𝑑𝑠 െ න

1
2 െ

ටቀ𝑘 ൅
1
2ቁ

ଶ
൅ 𝛼ଶ

1 െ 𝑠
𝑑𝑠

ൌ 𝑙𝑛 𝑠ఊ ൅ 𝑙𝑛ሺ1 െ 𝑠ሻ
ଵ
ଶି

ටቀ௞ା
ଵ
ଶቁ

మ
ାఈమ , 

 

𝑙𝑛 𝜑 ሺ𝑠ሻ ൌ 𝑙𝑛 ൥𝑠ఊ ⋅ ሺ1 െ 𝑠ሻ
ଵ
ଶି

ටቀ௞ା
ଵ
ଶቁ

మ
ାఈమ൩ ,   

𝜑ሺ𝑠ሻ ൌ 𝑠ఊ ⋅ ሺ1 െ 𝑠ሻ
ଵ
ଶି

ටቀ௞ା
ଵ
ଶቁ

మ
ାఈమ .  (38) 

In order to find the function 𝑦ሺ𝑠ሻ in the function (35), it is necessary to find the 
function  𝜌ሺ𝑠ሻ  first.  𝜌ሺ𝑠ሻ weight  functions  are  found  from  solving  the  Pearson 
differential equation. The Pearson differential equation is defined as follows: 

ሺ𝜎𝜌ሻᇱ ൌ 𝜏𝜌.  (39)

Let's solve this equation: 

ሺ𝜎ᇱ െ 𝜏ሻ𝜌 ൌ െ𝜎𝜌ᇱ,   

න
𝑑𝜌
𝜌
ൌ න

𝜏 െ 𝜎ᇱ

𝜎
𝑑𝑠,   

𝜏 െ 𝜎ᇱ ൌ 2√𝑐ሺ1 െ 𝑠ሻ െ 2𝑠√𝑐 ൅ 𝑎 െ 𝑏,   

න
𝑑𝜌
𝜌
ൌ න

2√𝑐
𝑠

𝑑𝑠 െ න
2𝑠√𝑐 ൅ 𝑎 െ 𝑏

1 െ 𝑠
𝑑𝑠 ൌ 2√𝑐 𝑙𝑛 𝑠 ൅ 2√𝑐 ൅ 𝑎 െ 𝑏 𝑙𝑛ሺ1 െ 𝑠ሻ,   

𝑙𝑛 𝜌 ൌ 𝑙𝑛 ቀ𝑠ଶ√௖ ⋅ ሺ1 െ 𝑠ሻଶ√௖ା௔ି௕ቁ,   

𝜌 ൌ 𝑠ଶ√௖ ⋅ ሺ1 െ 𝑠ሻଶ√௖ା௔ି௕ ൌ 𝑠ଶఊ ⋅ ሺ1 െ 𝑠ሻଶ
ටቀ௞ା

భ
మ
ቁ
మ
ାఈమ

.  (40)

The  function  𝑦௡ሺ𝑠ሻ, which  is  a  component  of  the  spinor  function  𝐹௡௞ሺ𝑠ሻ,  is 
determined by the Rodriques formula in the following way: 

𝑦௡ሺ𝑠ሻ ൌ
𝐶௡
𝜌ሺ𝑠ሻ

𝑑௡

𝑑𝑠௡
ሾ𝜎௡ሺ𝑠ሻ𝜌ሺ𝑠ሻሿ.  (41)

If we consider the expressions of 𝜎ሺ𝑠ሻ and 𝜌ሺ𝑠ሻ  in (41), then we get 𝑦௡ሺ𝑠ሻ for 
the function: 

𝑦௡ሺ𝑠ሻ ൌ
𝐶௡

𝑠ଶఊ ⋅ ሺ1 െ 𝑠ሻଶඥሺ௞ାଵ ଶ⁄ ሻమାఈమ
⋅
𝑑௡

𝑑𝑠௡
൥𝑠௡ାଶఊ ⋅ ሺ1 െ 𝑠ሻ௡ାଶ

ටቀ௞ା
ଵ
ଶቁ

మ
ାఈమ൩.  (42)

 

of Jacobi polynomial [25] 
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𝑃௡
ሺ௔,௕ሻሺ𝑠ሻ ൌ

ሺെ1ሻ௡

𝑛! 2௡ሺ1 െ 𝑠ሻ௔ሺ1 ൅ 𝑠ሻ௕
𝑑௡

𝑑𝑠௡
ሾሺ1 െ 𝑠ሻ௔ା௡ ⋅ ሺ1 ൅ 𝑠ሻ௕ା௡ሿ   

and 

𝑃௡
ሺ௔,௕ሻሺ1 െ 2𝑠ሻ ൌ

𝐶௡
𝑠௔ሺ1 െ 𝑠ሻ௕

𝑑௡

𝑑𝑠௡
ሾ𝑠௔ା௡ ⋅ ሺ1 െ 𝑠ሻ௕ା௡ሿ,   

properties and using the following expression: 

𝑑௡

𝑑𝑠௡
ሾ𝑠௔ା௡ ⋅ ሺ1 െ 𝑠ሻ௕ା௡ሿ ൌ 𝐶௡𝑠௔ሺ1 െ 𝑠ሻ௕𝑃௡

ሺ௔,௕ሻሺ1 െ 2𝑠ሻ.  (43)

then we can write the function (42) in the following way: 

𝑦௡ሺ𝑠ሻ ൌ 𝐶௡𝑃௡
ሺଶఊ,ଶටቀ௞ା

భ
మ
ቁ
మ
ାఈమሻ

ሺ1 െ 2𝑠ሻ. 
(44)

So we can write the function 𝐹௡௞ሺ𝑠ሻ as follows: 

𝐹௡௞ሺ𝑠ሻ ൌ 𝜑ሺ𝑠ሻ ⋅ 𝑦ሺ𝑠ሻ ൌ 𝑠ఊሺ1 െ 𝑠ሻ
ଵ
ଶି

ටቀ௞ା
ଵ
ଶቁ

మ
ାఈమ ൈ   

ൈ
𝐶௡

𝑠ଶఊ ⋅ ሺ1 െ 𝑠ሻଶඥሺ௞ାଵ ଶ⁄ ሻమାఈమ

𝑑௡

𝑑𝑠௡
൥𝑠௡ାଶఊ ⋅ ሺ1 െ 𝑠ሻ௡ାଶ

ටቀ௞ା
ଵ
ଶቁ

మ
ାఈమ൩   

ൌ 𝐶௡𝑠ఊሺ1 െ 𝑠ሻ
ଵ
ଶି

ටቀ௞ା
ଵ
ଶቁ

మ
ାఈమ ⋅ 𝑃௡

ቆଶఊ,ଶටቀ௞ା
ଵ
ଶቁ

మ
ାఈమቇ

ሺ1 െ 2𝑠ሻ. 
(45) 

The normalization constant 𝐶௡ is found from the normalization condition and is 
as follows: 

𝐶௡ ൌ ඨ
2𝛿 ⋅ 𝑛! ሺ𝑛 ൅ 𝑘 ൅ 1 ൅ 𝛾ሻ𝛤ሺ2𝛾 ൅ 1ሻ𝛤ሺ𝑛 ൅ 2𝛾 ൅ 𝑘
ሺ𝑛 ൅ 𝑘 ൅ 1ሻ𝛤ሺ2𝛾ሻ𝛤ሺ𝑛 ൅ 2𝛾 ൅ 1ሻ𝛤ሺ𝑛 ൅ 2𝑘 ൅ 2ሻ

.  (46) 

3. Conclusions 

The Dirac equation for the linear combination of the Manning‐Rosen and Yukawa 
potentials was solved analytically by applying the Nikiforov‐Uvarov method in the 
cases  of  exact  spin  and  pseudospin  symmetry  in  ordinary  quantum mechanics. 
Analytical expressions were found for the eigenvalue of the energy of a mass 𝑀 
relativistic particle moving in the field composed of the sum of the Manning‐Rosen 
and Yukawa potentials, eigenfunctions expressed by  the  Jacobi polynomial.  It  is 
shown that in both cases the energy spectrum and eigenfunctions are sensitive to 
the choice of spin‐orbital and radial quantum numbers. The obtained results can be 
used in the construction of new models of elementary particles, in the study of the 
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spin balance of protons and neutrons. 

References 

[1] Dirac P.A.M., The Principles of Quantum Mechanics, Oxford University Press, Oxford, 
1930. 

[2] Greiner W., Relativistic Quantum Mechanics, 3rd. edn. Springer, Berlin, 2000. 

[3] Feshbach H. and Villars F. Elementary Relativistic Wave Mechanics of Spin 0 and Spin 
1/2 Particles, Rev. Mod. Phys. 30, 24, (1958). 

[4] Bagrov  V.G.,  Gitman  D.M.  Exact  Solutions  of  Relativistic Wave  Equations,  Kluwer 
Academic Publishers, Dordrecht, 1990. 

[5] Ginocchio J.N., Phys. Rev. Lett. 78, 436 (1997) 

[6] Ginocchio J.N., Phys. Rep. 315, 231–240 (1999) 

[7] Ginocchio J.N., Phys. Rep. 414, 165–261 (2005) 

[8] Ginocchio J.N., Phys. Rev. C 69, 034318 (2004) 

[9] Arima A., Harvey M., Shimizu K., Phys. Lett. B 30, 517 (1969) 

[10] Hecht K.T., Adler A., Nucl. Phys. A 137, 129 (1969) 
[11] Zhou S.G., Meng J., Ring P., Phys. Rev. Lett. 91, 262501 (2003) 

[12] Troltenier D., Bahri C., Draayer J.P., Nucl. Phys. A 586, 53–72 (1995) 
[13] Page P.R., Goldman T., Ginocchio J.N., Phys. Rev. Lett. 86, 204 (2001) 

[14] Lisboa R., Malheiro M., de Castro A.S., Alberto P., Fiolhais M., Phys. Rev. C 69, 024319 
(2004) 

[15] Ikhdair S.M., Berkdemir C., R. Sever, App. Math. Compt. 217, 9019 (2011) 

[16] Hamzavi M., Rajabi A.A., Hassanabadi H., Few Body Syst. 48, 171–182 (2010) 

[17] Ikot A.N., Hassanabadi H., Abbey T.M., Commun. Theor. Phys. 64, 637 (2015) 

[18] Mousavi M., Shojaei M.R., Commun. Theor. Phys. 66, 483–490 (2016) 

[19] Ahmadov A.I., Demirci M., Mustamin M.F., Aslanova S.M., and Orujova M.Sh. Eur. Phys. J. 
Plus 136, 208 (2021). 

[20] Manning M.F., Phys. Rev.44(1933) 951. 

[21] Manning M.F., Rosen N. Phys. Rev.44(1933) 953. 

[22] Yukawa H., Proc. Phys. Math. Soc. Jpn. 17 (1935) 48. 

[23] Wen‐Chao Qiang, Shi‐Hai Dong, Phys. Lett. A \textbf{363}, 169 (2007). 

[24] Gao‐Feng Wei, Shi‐Hai Dong, Phys. Lett. A \textbf{373}, 49 (2008). 

[25] Wen‐Chao Qiang, Shi‐Hai Dong, Phys. Scr. \textbf{79}, 045004 (2009). 

[26] Nikiforov  A.F.,  Uvarov  V.B.,  Special  Functions  of Mathematical  Physics,  Birkhäuser, 
Basel, 1988. 


